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METODA VECTORIALA iN GEOMETRIE

prof. Andrei - Octavian Dobre

Aceasta metoda poate fi descrisa dupa cum urmeaza:

Fiind datd o problema de geometrie, dupa explicitarea sireprezentarea graficd a
configuratiei geometrice la care se referd, se fixeaza un punct numit origine,

se introduc vectorii de pozitie ai celorlalte puncte si oricare alti vectori ce se pot
considera. Se transcrie ipoteza problemei in forma vectoriald, forma care se transforma prin
metode algebrice pana, prin revenire la forma geometricd, obtinem concluzia dorita.
Subliniem cd avem in vedere in primul rand probleme al caror enunt nu contine referiri la
vectori. In solutie vectorii au rol auxiliar. Punctul origine se poate alege oricum si se poate
schimba pe parcursul rezolvarii. Uneori este bine sa-1 alegem particular, legat de configuratie.
Alteori este de preferat sd-l1 consideram arbitrar (in spatiu, chiar daca problema este plana)
pentru a pastra simetriile in calcule.

Metoda vectoriala trebuie introdusd numai dupd ce s-au predat toate operatiile cu
vectori pentru ca acestea se aplicd in combinatie.

De obicei solutiile vectoriale dau mai mult decat concluzia ce se urmareste pentru ca
din interpretarea geometricd a unei relatii vectoriale obtinem informatii in legaturd cu
madrimile, directiile §i sensurile vectorilor in discutie. Aceste informatii pot contribui la
rezolvarea altor probleme si trebuie exploatate pentru a castiga timp.

Inainte de predarea acestei metode se impune o pregitire prin care se completeazi
proprietatile operatiilor cu vectori date mai sus pentru obisnuirea elevilor cu transcrierea
vectoriald a unor aspecte geometrice §i cu traducerea in geometrie a relatiilor cu vectori.
Schitam continutul unei asemenea pregatiri:

- Amintim ca doi vectori nenuli # §iv sunt coliniari daca ™ v =Au, u =puv (u=1/1).
Vectorul nul este coliniar cu orice vector. Daci i = OA si v =M, atunci v = AOA = OB cu

0, A, B coliniare si | A |= g—A Reciproc, date fiind trei puncte coliniare O, 4, B, introducand

N T = D B g . .
vectorii u =0A4 si v =0B, putem scric v=Au cu |A |=g—A. Daca O este intre 4 si B,

atunci A este negativ. El este pozitiv sau zero pentru alte pozitii ale lui O in raport cu 4 si B.

- Daca doi vectori nenuli a si b sunt necoliniari, atunci o egalitate de forma
Ad + ul; = O implicd A =p = 0. Altfel ei ar fi coliniari.

- Amintim ca daca a, b, ¢ sunt trei vectori nenuli coplanari atunci oricare dintre ei se

—

scrie ca o combinatie liniara fata de ceilalti. De aici rezultd ca daca a, b, ¢ sunt vectori
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nenuli si necoplanari, o relatie de forma Aa + uZ; +vé=0 implicd A =p=v =0 pentru ca,
in caz contrar, ei ar fi coplanari.
- Fie trei puncte necoliniare A4,B,C. Avem evident AB+ BC +CA = O. Rezultd ci

—

daca u,v,w sunt trei vectori nenuli i necoliniari incat # +v +w = O, atunci cu reprezentanti
ai lor se poate contrui un triunghi. Asadar, lungimile acestor vectori satisfac inegalitatile
triunghiulare corespunzatoare.
- Fie A,B,M trei puncte coliniare cu A4 # B. Putem deci scriec AM =kMB cu
MA . . <
|k |= VB’ k #—1. Vom spune cd M imparte segmentul (A4B) in raportul k£ # —1. Observam

ca M e[AB) dacd si numai daca k£>0. Fie un punct fixat O In spatiu. Putem scrie

AM = OM - 04 si MB = 0B - OM si, dupd un calcul simplu, obtinem:
Punctul M imparte segmentul (AB) in raportul k #—1 dacad si numai dacad are loc

egalitatea:
(1) O—M:M,oricare ar fi O.

1+k
Pentru k£ =1, M devine mijlocul segmentului (4B).

- Amintim ca doi vectori sunt perpendiculari dacd si numai dacd produsul lor scalar este
zero. Retinem si egalitatea

(2) OA-BC+OB-CA+0OC-AB =0
care se obtine usor din BC = OC - OB etc.
Continuam prin a stabili unele consecinte imediate ale consideratiilor de mai sus

1. Fie AA',BB',CC' medianele unui triunghi ABC. Folosind (1) cu O=4,k =1,
obtinem
3) 1A - AB+ AC ’
2
care prin adunare conduc la

(4)  AA'+BB'+CC'=0.

Asadar, cu medianele unui triunghi se poate construi un triunghi (laturile lui satisfac
inegalitatile triunghiulare).

2. Fie ABCD un patrulater convex si E,F mijloacele diagonalelor AC si BD,

_— — — —

respectiv. Avem, succesiv, 20E = 04 + &f, 20F = OB + @, 2EF = OB +0D—-04-0C.
Daci EF = O, atunci E coincide cu F, cu alte cuvinte, diagonalele patrulaterului convex
ABCD se Iinjumatatesc. Dar FEF = O < OB-04=0C—-0D < AB=DC < ABCD
paralelogram si obtinem:

Diagonalele unui patrulater convex se Injumatatesc dacd i numai dacd este
paralelogram.

3. Fie un triunghi ABC si AA',BB',CC' medianele sale. Medianele AA4' si BB' se
intersecteaza intr-un punct G daca si numai daca exista numerele reale A si p diferite de —1

. 0d+2.04 0B +u0F

incat OG = , cu O arbitrar 1n spatiu. Proprietatea lui 4' si B' de a fi
1+ A l+p

mijloacele laturilor BC si cA , respectiv, conduce la



254+k(&3'+0—c)_ 2O—B+H(O—C+O—A)<:>
I+A - I+

PN D U oy P B S rov- S SR LI v B S
I+2 1+4+p I+A 1+4+p I+A 1+p

Vectorii OA4,0B,0C sunt necoplanari. Egaland cu zero coeficientii lor in relatia de mai sus,

obtinem un sistem de trei ecuatii cu doud necunoscute, care este compatibil, cu solutie unica
A =p=2. Asadar medianele 44' si BB' se intersecteaza intr-un punct G al carui vector de

pozitie este

— A+ OB
5) OG:O +0 +OC.
Expresiile anterioare ale lui 0G sugereaza sa scriem (5) in forma
—. _OA+OB
OC+2———— ——= ==
0C - _ ocC +20C '
2 1+3

Deci G se afla si pe mediana CC', impartind segmentul CC' in raportul k =2 . Concluzie:
Medianele unui triunghi sunt concurente intr-un punct aflat pe fiecare din ele la 2/3 de
varf si 1/3 de baza.

Formula (5) ne spune ca OG este media aritmetic a vectorilor Eﬁl,ﬁ,O_C". Ce

interpretare geometrica putem da punctului R cu proprietatea ca OR este media aritmetica a
vectorilor de pozitie a patru puncte necoplanare 4,B,C,D ? Scriem proprietatea lui OR 1in
0i+0B _0C+0D

forma 20R = & 20R = OF + OF si deci R este mijlocul segmentului

ce uneste mijloacele mulchiilor opuse (4B) si (CD) in tetraedrul ABCD. Dreapta EF se

numeste bimediana a tetraedrului ABCD. Alte doua exprimari similare ale lui OR conduc la
concluzia:

Bimedianele unui tetraedru sunt concurente intr-un punct care este mijlocul fiecarui
segment de bimediana interior tetraedrului.

Consideratiile asupra lui OG ne sugereaza sa gandim 4 =143 si sd exprimam OR in

_— —  —

o ﬁ:113(— OB+OC+OD]:OA+3OA
+

OA+3 3 unde A' este centrul de greutate al
+

fetei BCD. Asadar, R se afla pe segmentul AA4', numit si mediana a tetraedrului ABCD, la

3/4 de varf si 1/4 de baza. Dreapta 4A4' se numeste de asemenea mediand. Aranjari similare

pentru OR conduc la proprietatea:

Medianele unui tetraedru sunt concurente intr-un punct situat pe fiecare din ele la 3/4
de varf'si 1/4 de baza.

Punctul R se numeste centrul de greutate al tetraedrului ABCD.

4. Fie un patrulater convex ABCD si M, N mijloacele laturilor AB si CD, respectiv.
Sa se demonstreze ca 2MN < AD + BC si sa se identifice situatia de egalitate. Problema nu
aminteste de vectori. Totusi, o relatie intre vectori de forma

(6) 2MN = AD + BC,



ne-ar conduce la solutie, deoarece putem scrie 2| MN |=| AD+ BC |<| AD |+ | BC| care este

chiar inegalitatea de demonstrat. Rimane sd demonstram (6). Avem: MN = MA+ AD + DN

—_—  — — —

si MN = MB + BC + CN , egalitdti care prin adunare membru cu membru dau chiar (6) avand

_— — —  ——

in vedere ipoteza: DN = NC, AM = MB.
In general, |ii +V |<|i# |+ |V | cu egalitate pentru i si v coliniari si de acelasi sens.

Asadar, situatia de egalitate este 4D si BC coliniari si de acelasi sens, cu alte cuvinte, daca

ABCD devine trapez de baze AD si BC, situatie in care MN devine linie mijlocie. Asadar,
egalitatea ne da proprietatea:
Lungimea liniei mijlocii a unui trapez este media aritmetica a lungimilor bazelor sale.

In cazul trapezului, egalitatea (6) ne spune cd MN este coliniar cu AD (evident si cu

BC). Acest fapt conduce la proprietatea:

Linia mijlocie a trapezului este paralela cu bazele.

Pentru D = 4 obtinem triunghiul ABC si proprietatile de mai sus au loc pentru linia
mijlocie in triunghi. Notam cd inegalitatea propusa are loc si in situatia in care (AB) si (DC)
sunt doua segmente necoplanare. Demonstratia vectoriala nu a facut uz de coplanaritatea
punctelor 4,B,C,D . in consecinta, obtinem:

Suma laturilor bimedianelor unui tetraedru este mai micd decat suma muchiilor
tetraedrului.

5. Fie un paralelogram ABCD. Avem evident AC = AB+ 4D si DB=AB-AD.

Prin Tnmultire scalara obtinem AC -DB = AB? — AD? si deci ACLDB <| AB|= AD|.
Asadar avem:

Intr-un paralelogram diagonalele sunt perpendiculare daci si numai daca laturile sale
sunt congruente.

Am obtinut astfel o caracterizare a rombului. Aceleasi egalitati vectoriale, prin
ridicare la patrat si adunare conduc la

(1) AC?+BD? =2(4B? + 4D?),
6. Si se afle locul geometric al punctelor M cu proprietatea ci unghiul AMB este
drept, A, B puncte fixe distincte. Fie O mijlocul (fix) al segmentului (4B). Rezulta

2MO = MA + MB si prin ridicare scalara la patrat 4MO? = MA? + MB? < 2MO = 4B.
Asadar, (MO) are lungime constanta %AB , §1 deci locul geometric este cercul de diametru

AB.

Aceeasi configuratie. Se cere locul lui M incat MA? + MB? = k? (constant). Fie din
nou mijlocul O al segmentului (A4B). Teorema medianei pentru MO ne da:
4MO? = 2k? — 4B? si, deci pentru 2k? > AB? locul geometric este un cerc de centru O si

1] . :
raza 5 2k% — 4AB? , pentru 2k? = 4B? locul geometric se reduce la punctul O, iar pentru

2k% < AB? devine multimea vida.

7. Sa se arate ca inaltimile unui triunghi sunt concurente. Intr-un triunghi ABC, fie
H intersectia indltimilor A4 si BB cu 4; € BC si B] € AC . Punctul H exista pentru cd in
caz contrar punctele 4,B,C devin coliniare. Introducem vectori si exprimam ipoteza in



forma EZI-R’:O, HB-CA=0. Combinind aceste egalitati cu relatia (2) scrisd pentru

O = H , obtinem HC-AB=0 , deci H este si pe inaltimea din C.
8. Fie un tetraedru ABCD. Relatia (2) cu O=D se scrie

e —— —_— — —_—

DA-BC+DB-CA+DC-AB =0 si, evident ca dacd doud produse scalare din aceastd

egalitate devin zero, al treilea este, de asemenea, zero. Asadar, obtinem:
Daca intr-un tetraedru doua perechi de muchii opuse sunt mutual perpendiculare,

atunci §i a treia pereche de muchii opuse are aceeasi proprietate.
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